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1 Classiсal сase

Lеt Lз = SUz\S Lz(C)Ьe a homogenеous spaсе of thе seсond-oгdeг unimodulaг Hегmitian positive dеfinitе
matгiсеs, whiсh is a modеl of the сlassiсal LoЬaсhеvsky spaсe. Lеt

/  ^ '  а \
s=(Y,^ ) ,  а6_fu-| ."  \ 7  о  /

Thеn any x с L3 сan Ьe геpгеsentеd as

The Quantum Lobaсhevsky Spaсe and thе
g.Bеssеl.Мaсdonald Funсtions

oд+76  \
B0 +во 1

/ -+  I  а a+11

\  i J o+о7
( 1  1 )

( 1  2 )

( 1 n \

,= ( t ::,)
t hen  f гom ( l . 1 )

x = b I b = ( т ' !  ' i '  
h o : = ' ,  

'  \
[  о  zhhz+(hц_ '  1 .  

(1  3 )

The tг ip l  (н +hь,z,2) is  uniquely deteгminеd Ьy r .  I t  is  сa l led the hoгospheг iсa l  сooгdinatеs of  z '  I t
fo l lows fгom (1.1) and ( i .3)  that

H  =ас у*71 ,  H z=a9 l 7 6 ,  2H  =  Bа*67 '

А=(; s), ,=(3;) C=(?s), ,=(3?)Lеt

Thе Iwasawa deсomposition

g = k b ,  g с S L 2 ( C ) ,  k с S U 2 ,  b с А N ,

АlV - Boгеl suЬgгoup' allows us to dеfinе the hoгospheгiсal сooгdinatеs on L3. If

rSuppoгtеd in paгt Ьy RFF.I-96-18046 gгant
2Supported in paгt Ьy NIOKR МРS grant

Ье thе genегators of thе Liе algebгa gl2 aпd dд, dв, d6 and dо = _dl Ье thе сoгrеsponding Liе operators
of right shift on L3' In thе hoгosphеriсal сooгdinatеs they takе thе form

4o  =!нag  _  z0 . ,  dв  =  0 " ,  dC  =  Hz0g  -  z20 ,  +  H_20 , .

The сесond Casimiг
{) = d2д+ d,о * dвdс * dсdв

in thе horospheгiсal сooгdinatеs takеs thе foгm

a =luн,afu +f,н;," +2H_2a:,,

398

(1  5 )



Bестник ТГУ. т.2. вьIп.4' l997

Afteг the Еouгieг tгansfoгm with rеspесt the vaгiabiеs 2 and z wе havе the ordinaгу diffегеntial еquation

for thе Еouг iег image of  F"(- .  f l  , : )

( 1  7 )

wеll-known faсt that

Considег thе еigenvaluе pгoblеm

t}о + !]o,{, ,  II ,z) = |o,p," , ,1,  у } 0

* 
j^ H- t  I{ , (2Jss ,Y- t ; i ss l i

L \ u+  L )

is thе Fouгiег tгansfoгm of thе funсtion

P , (2 ,  H ,  z )  =  ( z I I  z  *  H - r ) - v - t .

AГtеr thе inverse Еouгier tгansfoгm we oЬtain thе solution to еquation (1.7) in foгm

G"'#.i"* - H-2ss+ |)o,{s,r/,,) 
- 1r,6,",,1

The solutions to еquation (1.7) deсrеasing foг Ё1 * 0 aге thе funсttons

Ф,( . i , н , ' )  = ; ; |  ^  H- | I i , (2^/ss r r -1 ) ( s s ;Ё6(s , s ; '  (1  s )
| \ у . r  L )

whеге 1{,  is  thе Bessе l-Мaсdonold funсt ion,  and ф,(s,s)  is  dеtетminеd uniqualy Ьy Ф,(5, f f ,s) .  I t  is

( 1  6 )

( l  e )

( 2  1 )

F , ( z ,H , z )=  Pu ( z ' H , z ) "  f ( 1 , ' ) ,  ( 1  1 0 )

rvht : ге  / ( J ,  u  )  i s  thе  invегsе  Fouг iег  imagе о f  р(J ,  s )

Еunсt ion  (1 .9)  i s  сa] lеd  thе  Po isson kеr t rе l ,  and сon l .o lu t ion  (1 .10)  i s  с : r l l еd  thе  Po isson in tеgгa l .

2 Quantum Lobaсhevsky Spaсe

Let . ,{o(s. , (C)) ,q €  (0 '  1) '  Ье thе a lgеbra oГ funсt ions on Str2(C) [2],  whiсh is  dеf inеd as thе f : rсtor

a lgеЬra of  thе assoс iate C-a lgеЬга lт i t}t  gеrreгatoгs a '  B '  7 '  6 rт i th an ant i - i t r l .o l t r t ion * . '  o , ,  * Аu'@Ь)- =

6-o- and thе following гelations

aB = q7a. a^l = (l^t1'-. p6 = q6p, 16 = q6^1 . 0l - ^i'1 ,

a 6 - qA1  =L  6 с . _  q - L 81  =1 ,  g o '=q - I o - 0  +q - t ( 1  - , f )^ i 6 .

^1ry* = qa'^1, 6a* = a*6, ^i9* = 0"^1,

IJ- = r13- 6 - s0 - q2)o*1, 6{ = q-r{ 6.

a ( 1*  =  a t а*  ( I  _  q , ) { l ,  0 9 "  =  0 , 0  +  1 t  -  s , )Ф -6  _  a*o )  -  ( 1  -  q , ) , ,^ | - 1 ,

^t1* = 1* 1,  66.  -  6.  6 -  (1 -  q2)^i  1.

Thе геst сommutativе геlations сan Ье геad off fгom thе гulе (ob)- = b*a*. \\lе сast thе gеnеratoгs into

t } r е п i a t г i х f o г m  
(  o  6 \  -  ( o *  7 -  \'=t  1 '  6  ) '  

'=\B '  6-  )
With thе со inul t iр l iсat ion A . .  Аs -  Аu 8 Аo

p\ r
6l=\

6 -q-t 0
_q1 с| )

^(; f )=(; f )s(; u')'

^ (  a
J I

\ 7

t h е a n t i p o d e  S : А o * А n
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and thе сounit с | Аo + C

,4o Ьесomes a Hopf algebгa. In faсt

and
, S o * o S o * - i d .

Wе definе thе *-Hopf suЬalgеЬгa Аq(SU2) Ьy the geneгatoгs

and the геlations
0lo. + ̂ r i"|" = I, а,а| l q21i^|, = I,

7|1" = ^|"7i , a,1i = Ч1i a,, d'g.f 6 = Q^|c@с

Then

In a similaг way

Аq(ANq)={'а= (t  o i , ) i
hh-  =_h 'h ,  

_  
hn  -  qnh ,  hn*  :  q - rn*  h ,

The Iwasawa deсomposition in d;.:J.:j:-1#:;:: ;i,,
0)  =  U)с0Jd , l  u  с  Аo (SL2(C) ) , , "  С '  Аq{SU2) ,  ua  С  Аq(АNs) .

Natuгa l  dеsсг ipt ion of  сommutat ivе ге lat ions (2. l )  сan Ье oЬta ined fгom thе сonstruсt ion
quаntum douЬlе.  I t  rvas implеmеnted in [3] . rvhеrе Аq(SL,(С)) is  dеsсr iЬеd аs a speс ia l  quantum
ot Аo(SU2),  and {2.2) is  dег ivеd Ьу mеans o[ thе сorгеsponding Л-matr ix .

Def i r r i t ioтr  2.1 '  The quаntum Lobасhеushу spаcе L3o is  а *-subаlgеbrа of  Аq(SL,(С)) generа led
b tI  tn е аr  сo тt  st i |u еnts

, ("  B\=(r o\' \ т  
6 / _ \ 0  | )

i t  i s  a *-Hopf a lgеЬга s inсе

(A (o ) ) .  -  A (o . )

Аq(SU2)  = { ' "= ( ; :  
_ : ! '  

) '

(2 2)

(2  3)

(2  4)

(2 .5)

(2  6 )

of the
douЬlе

Ь t t  ! Ь с

( 2  i )

.  (  l  o \, . r "=\o  r  )

n  =  h z .

( 2 . 4 ) ,  ( 2 . 5 )  a nd  ( 2 . 7 )

Р = I ]  
-  l i l t = h l f ,  s =  I ] z ,  s *  : z * H ,  T = z * I I : l Н _ I .

rrorv t lrе сomplех assoсiativе algeЬra Uq(SL2(С)) with unit 1, geneгatoгs

АD = DА = I '  АB = qBА,  BD -  qDB,

АC -  q- \CА,  CD = q-|DC,

А 2 _ D 2
l p . v t  -( -  '  -  r  q  -  q - l

.  t a - a+ . | - 1  o - 6+т - 6 \  |  p  ' \Ud= 
\в - "+о-1  0 -3+6-6/=t ; .  , )

Еvidеnt ly ,  * aсts as
p * = p ,  ( r ) * = " * ,  r * : r

!Vе don't nеed thе eхpliсit form оf thе сommutаtivе геlations Ьеtwееn P, S, S* and r - t}rey сan bе dеrivеd
f гom (2  l ) .

lntгoduсе a nеw gеneгator z instead of n

Thеn duе to

Co l rs idег
ге]a t ions

(2  8)

А , B , C 'D  and  t h е

400
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In faсt it is thе Hopf algeЬгa wheге

^(,4)  = дфд,  A(D)  = о8о,

A(B)  =,+8в + 88  D,^(C)  =,4ф C  + Cфл, ( 2  10 )

( 2  1 1 )

(2 .12)

, (А  в \_ / t  0 \. \ с  
л /=\о  t )

.(. В) = ( -?, -o;'u 
)

Тhсre ех ists  a non_dеgenеratе d i l ineaг foгm (u,а):Uq x Аq _ C suсh that

( 2 . i 3 )

l l l .  thе рair ing

(2  1 .1)

( 2 .  t ; )

( 2  1 6 )

(2  L i )

( 2  1 8 )

(2  1e )

t I rе  s t гL tс t t t г t l

{2.2О)

401

(,,(; f ),= (u{ o-0,,,),
p,(; u, 

) ,  
= ( '_o,,  oР,,) ,

(; f )r=(3J) ,,,(?, f )r=(?S)
is t}rс *_lloрГ algеЬrа, i lr dualit1,, rv}rеге thе inr.olutiotr is dеfirrсtl

( u . . o )  =  ( u '  1 { с 1 i - )

(аЬ),u=T'"},r ":,
rv l l . ' те A(u) = Г; , j  ф иj .  тhе lеГt  aсt ion is  dеf inеd in t l rе samе rvav.

1tre г lght aсt ion on thе gепеratoгs takes the form

( : i  ),  -- ( l , ' ,1* o- ' ,/, ' ,r) f '  6 ) o= (g " \\ l  ё ) ' ' _ \ . 1 ' l , l  q _ 1 / , l ) ' \ ,  6 1  \ U  
^ t  

) '

( :  r ) .=(P  o)  ( "  { )  r  =(o- " , ' n  q ' { ' / \
\ l  ь ) t  - \ о  

0 / ' \ l  6 ) " - \ ' o t ' , , ,  i , , , 7 )
\\.е rvill defitlе nоrv thc right aсtion oГ Li,l(S.L2(C)) on L!. rvhiс}r еnсlorvs thе lattеr withoГthс r ight *-modulе- Гoг an"v o с Li  dеf inЪ the noгrnal oгdeгing using (2.1)

to i  = I  c1 ,a*1,уа2,р

(^ ( , ) ,  
"  8о )  =  ( i . , ,  ob ) ,  ( u  E . ' ,  A ( . r ) 7  =  \ uU , a ) ,

( | u , o )  =  . ; ( n ) '  ( u , 1 д )  =  с u ( u ) ,  ( S ( z ) ,  o )  =  ( u ,  S ( с ) ) .
It takеs thе form of tlrе gсnегatoгs

( B

\ '{611t 'ot .еr,  L.q(5, I '2(С) )

..[.he 
еlепrеnt

UГ1  +q ) ( . t z+о z ) - 4  1
21 , 1_ :  -  q 1  

-  + ' ( BС  +  СГ ] )

i s  a  Cas imi r  е1еnrеnt ,  s i l i се  i t  сo lnmutеs  rv i th  any  u  С{ jq(SL2G))
l .he  г ight  ас t ion  oГ  u  6  L ;o($t : (C))  on , .1  i s  dе f inес lЪ '  lц i '  

/ /

а.t t  = (uф;a)1,r1";;

I t  is  thе a lgеbra aсt ion:

rvhiсh sat is f iеs thе Lе ibni tz  гu lе

а . ( u " " )  -  ( a . u ) . u
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( o).  u _ 
|  с  ь a i ,1,@2'1, .u) '

k

The gеnerators f1, z arе ехpгessеd Ьy gеnегatoгs с,. ..,6* as

H  =  а * a l 1 - 1 ,

z  =  ( \  . з*  
f t _ i  ) r q - , r ( у - )o+ ,у ro_ , ,  у  =  ̂ | a_L
Ё = 0

Let ta{m,r ,n) = (z-)-  H" z" .  Thеn us ing (2.19),  (2 '2I)  -  (2.23) wесan dеf inе thе г ight aсt ion of  geneгatoгsА, B,C,  D on monoпrs ш(rтr '  r '  r l ) .

u(m,  r ,  
" ) .А  

_  q-"*  5  ш(m,  r ,  n) ,

ш(m.  r ,  n) .B  -  q -n++ =:  u , (m,  r ,  n  _  1) ,r - q '

u( rn , r ,n ) .C  -  qn++#r@-  l ,  r  -  2 ,n )  _g - .++ r  -  q ,n - r ,  , , . ,^  _.  
1 _ q ' 2  

- ' ' ' "  | , I  - L ' l L ) _ ч  ,  _ 1 : q 2  u \ m , r , n * 1 ) ,

u(m,  r ,  
" ) .  

D _  q" -  t r  ш(m,  r ,  n) '
Thе seсond Cas imiг  (2 . i5 )  aс ts  on monom u(m' r ,n)  as

w|3г;  с ! ,ь (сz ,ь ' )  u r "  Ton: - :  dеrpеnd ing ov  o* ,  0*  '1* ,6- (а ,B ,1 ,6)will de dеnotеd as (a).u, is dеfinеd as follow,
Then thе гight aсtion on L!, whiсh

t2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

u . ( l n  -  I , т , -  2 , n  -  1 ) .  ( ' ) . 2 5 )

о t t  d

/ 1  ^ r * l ' , 2
u  ( t t t .  r .  r r )  Q ,  -  ? r - '  (  j - - 1 - -  

)  r ,  1 , , , r ,
\  1 - g -  , i

Remark 2.1

ul{1uoo"l 
= a-0. 

olу-oooD 
= do,

I i ' п  I i  _  r l 3 ,  | i t l l  С  -  d , ' .g * r - u  S * l * 0

,II'lo ao = in * i
3 lVlodified q.Bessel Funсtions
\le геmind thе Гundamеntal Гoгпrulаs Гrom tirе thеоr1, of thе
q € ( 0 . 1 )

(r
| . ( l . Q ) t t  =  

t  r '  _ d ) ( l  -  а ( i '  . ( |  -  o q , _ I )

( o ,  g ) *  -  J i r п  ( с , 9 ) " ,  ( o ' ,  .  .  . .  o д '  q ) -  =  ( o 1

The g - I'-furrсtion is dеfinеd irr follorving lvay

ГoQ)=ffir' _q),-'
Ilrе Ьаsiс }tуp.:гgсt-,mеtriсai frrnсyiоn is

" Ф " ( r - r i  , '  . ' , a , , b 7 ' '  .  . , h , , Ч , x )  -

T}re q-ехponеnts atе

ф
\-
.{2

( а t ,  q ) n \ а , ,  Q ) "

Ьasiс hypегgеornеtriсal sеriеses. Foг any

f o ,  n=0
f o t  n )  l ,  )

s ) ф  .  ( , l ь , q ) n (3  1)

? u  h , q ) n (Ь t '  q ) n ' ( b , , a ) . (3 2)

402
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Thеге arе trvo typiеs of q-tгigonomеtriс funсttons

1 .
с o sq  Z  =  

1 Lе l ( i t )  *  е o ( i t ) ] .

с lo s {  z  = , L Е о ( i  t )  +  Е o ( _ i r ) ] .

Lе t  сons idеr  thе  сomplе tе  е l l i р t i с  in tegгa l s

r т l 2
K{k\= I  -+з-_

Ja '/t  _ ь,.йТ'
and lеt

n ( в - l )

QT t :n_й'_

Е " ( t \ _  / _ r , \ -
Y \ / \ * r Y l 4 .

.  1 -S ln{ c = 
oLеo?x) 

-  еo( i t )] ,

l -
5 l I I q  r  =  

; L Е e ( i t )  
*  с o ( - i r ) J .

Г т  l 2K,(k) = 
JО

ф
\-
Z-r (3  4)

\ r  o /

(3 6)

(3 7)

dа-:.
х,/ cos2 o * lс2 sin2 rl,

l .  -  - _тK, (k)
к(r')

Thеn [6] ( l  3 .6 .1)

Q " = ( 1  - q )

rr'ltr.'гс dtt u ==

o = 0 a r r d d n u

r r 'hеге .Ф' ,  is  dсtr:rmitrсd
t l r^  Г " l l о r r . i ng  t . o r r с l i t i оn  i s

l 2 s i l r 2  ф ,u  =  /o ,  #  ( с t r r  u
It follolvеs f.",,. (:]Vj) j"i..1з.1l]1 ..

l i i ,  Q, -q _ - 1 - u

funс t i о l l  t l . е ге  d t : t . с г t t l i n с l . l  ; i s

J{ ' )  l , ;  q)= 
ff (,', /2)', zФ,(0, (); t1,+1 ;,' - Tl

J'2)G;q) = 
%P (, l2), оФl (-; .]u*1 ;,],-$l

1 _ q - - .  2 | n п _ u * I= _;-*(t lа" t f fК, r l . l j

Jaсоbi  е l l ipt iс  funсt iorr)

(3  8)

t 3  9 )

I f z = 0 t l i е r lis  thr

an-}' и

т
2

\\i: сons idег Ьеiorv thе funсt ions

Ь"r- Гorrr-rula (2.1). \\ъ rvil l сlеfinethе modi f iеd q_Rеssеl  fцrrсt iorr  l j , ) ( . , .  q)  so that

Q )  =  е _ i Э  l [ i ) f t i З  s ; q ) ,  j  =  1 , 2 ( 3  1 0 )

, ,  1
l s l  <  Г - l .  ( 3 . l 1 )

r  -  q '

( 3 сol l \ .еIgеs foг a l l  s  f  0.  T}rегеfo."  r j2)(( t  _ q2)s;q2) is
I f  lq l  < 1,  t l r t - .  sеr iеs
outs idе oГ  ̂ :  * 0

R,епlaгk 3.1

( 3  1 2 )

hоlomoгphiс futrсt, iorr

I t t ) ( ( l -  q 2 ) s ; q 2 ) =  I , ( s ) ,  j  = 1 , 2

40з
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Thе funсt ion 1 '1)((1._ q2) ' ;q2) is  thе mеromoгphiс funсt ion orr ts idе of  z  = 0 with thе oгdinary polеs in
t h e  n о i n t s  s  4  + . 2 q _ . . '  д  =  0 ,  1 , . . ."  т -  - I - q 2 |

Rеrnark 3.2 I f  Ч -  1 '  _ 0 the a l l  po lеs of  1 ' ' ) ((1 _ q2) ' ;q,)

' *  +Д '  r  =  0 ,  1 . . . .

go to znfinztу o,long lhe real oлis.

\Vе havе fгom (3.11) immediatelv

Propos i t ion 3.L Thе funсt ion rI ' )11r -  q2),;  q2) sаt is f ies thе fo l loшing re lаt ions

' я
! ! ! L s ,  / : . j ( (1  -  q2 ) ' ; q2 )  =  s "_1 Iу )+ ' ( (1  -  q , )u ;q , ) ,
r т . Ч

, 2Q , " : r "  1 t t r r -  -  q r ) r ; q2 )  =  , , - r  I ; l r ( ( r  -  q2 ) r ; q2 ) ,
r . г ч

and thе d i f ferеnce equаt ion

L t  -  (  
1o  ) rq - ' , ' l f ( q - , " )  -  (q ,  +  q - , ) f ( s )*  f (qs )  =  0

Analogy wе havе fгom (3.12)

Propos i t ion 3.2 T,Irc funct ion lLц1]t  _ q2),;q2) sаt is f iеs thе rе lо, t ions

9;)

= {  I : J ( ( t  - , 1 2 ) s :  q 2 )  =  q - u r l s ' - t  t Y ) * , ( t  -  q ' ) q t ; , t , ) ,
t T t l

З '  . , "  t ( , ' , ( ( t -  q2 ) . , ;  q2 )  = , ] _ , * \ , , - ' l | 2 ' (U  -  q , ) q , ; q2 ) ,
t  - т ' l

аnd th,с d iJJеr 'еnсе еquаl ioп

l ' ( q - ' " )  - ( q ' + q - " ) l ' ( r )  + [ l  -  { t ; n ' ) ' r ' ; / ( q r )  =  0  ( 3 . r 4 )

It  is  еas;-  to sholv that thе f t rnсt iоns (3.11) and (3.12) a lе сonnесtеd Ьv сoггс lat ions:

1 , l ) ( ( 1  *  q 2 ) , ; Ч . ) ) =  с ' u . l |  
-  q , | .  - . . . ) 1 ] , . ] ( ( i  - , ] , ) , ; q , )  ( 3 . r . . )q - \  

4  
- ' - u  \

r ! , )11 r  _  q2) , ;q2 )  =  ] !ч , (_1_  !  , z11 t l 11 l  -  q21s ;q2)  (3 .16)

4 The q-Bessel.Ntlaсdonald Funсtion

Unfoгtrrrratе iy t l rе Гrrnсt iou r|1) i1t  -  q2),;q2) is  dr: tегпr iп.:d Ьу.powеI sL.г l{]s (3.11) in t l t l t r ia i l i  | , l  < *
оnlу ' rvh i le  и 'e nееd a repгеsеntat ion of  th is  Гunсt ion as seг iеs oп t l rс:  l r .ho lе соп.tp lе,х p larrе.  But t l iе
fсll lorving pгoprsition takеs plaсе

Pгopos i t io l l  4 '1.  I 'hс funсt ion r l ' )11r -  q2)s;q2) fo,  s  f  0 cаn bс rеprеsеtt|еr l  as

l , l ' ' ( ' t t  _ q. , ) . ;  , , , . )  = 
h|, , , '_+,)Ф,(")  1 i , i , ' " t , , -#, , . l , , (_ ' )]  (4 l )

u l tс l - t
z q

Ч ' Ч '  l 1  ' \  ) 1( r  -  q " r s

( 3 . 13 )

а n d

(4  2)

(4  3)
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Тhе сoeffiсients o, (4.3) sat' isfy thе rесuггеnt гelation

v | I  =  a , q - у - 1 / 2

and  thе  сond i t i on

n _ v { 1 / 2Quа-у=ff i

Pгopos i t ion 4.2 The funсt ioтt  l ! , )цt  -  q2),;q2) foT s { О саn be rе-presеnted'  bу

t i 21 ( ( |  -  , t 2 ) , , :  q21  =  Ч|с " , (Ц -  
o , i ,  1  -  n2

' Б , - o . t  . + : , ) ф , ( " )  *  i t ' u .  F t ( - '  : _ ! -  s ) . D , ( - , ) .
ln t}rе сlassiсal analysеs thе Bеssеl-}Iaсdotralс.l fuiiсtiоn is сlе1lnl:d as

1{' (s) =, 
*-l;U - ",s) 

- 1, (s)l
Ior у t' n, and if u _ n Ьy thе limit foг и -tьie аeлniiion ,n *J rva-l: tlrat o,ь.. p.op".i;:J.;i} ffil';"ъТ....xT1:":1x:
Def in i t ion 4.L The q-Bеssеl-- . , Iас lonоlr l  

funсttons (q-B]f  F)  аrе dеf inеd аs

( 4  4 \

( 4  5 )

" quantizat ion,, of

t t ! l )11_ q2) ,s ;  n , )  = 
*n- ,  

+"  Г  o ,Q) l .n ,0  _  , ) [

u' i th а, (4 3), j  = |,2'

i \ s  i r r  t h с  с i а s s i с a i  < . а s , .  t } t i . , J ' . Пn i t i о r r  s l r o l l l i i
t 1 r r - '  ] i 6 11  f o r  у  _ n  i n  ( 4 . 6 )

I t  io i loп .s  f ro rn  ( ,1 .1) .  (1 . , i )  and (1 .6)

Г; -  ' . '

'7;t!)t l  _q2)s; a l_{Фlj)((1- q21,;q211, 1+.в1

Ье аd. justеd fог rhс l n tедчег  v ; r i t l l : s  оГ  thr :  i l r . l r . х  у  = n  Ь , ,

f f , l ) ( ( 1  - q 2 ) 5 ;  , 1 , \= - 3 - " 1 ' Р  ^ ,  1 _  , | ,  ' _. c ( -  -Т1s )Ф"  (_ , ) '

] х . | 2 i 1 1 t -  , ] , i , . , ] 2 '  n - u 2 + t l 2  1 -  q , , ' -l  = 
17;* Е u( lзL')Ф, (-,).

I t  is  еasu to prс l l .е  us ing (4.7) arrd (1 8) thе fo i loш' ing
Pг r ;1 l t l s i t i о r t4 ' 3  11 -11 ,11  1 :1 ; [1 )ц r  1_  q2 ) s : , i 2  1  i s  п  l t с | t l п i o r ' ph i r : f uпс | to l l  , i r l ,  t | о l l t о - i l t I ] i : , l
P l 'opos i t ioro 4.1 q-It , | t , r ' .  l i j , l i i t  -  Ч, !)":q21 i ,  a holоmorphiс funсttott  in lhе d.о lnа i l t  s

1  l l t '  nе .ч1  ; l г oрos i t i o l r s  t  akc  p l а сс

Рr.opos i t ion 4 '5 Тhе !unсt ion Д, ' )(( i  -  q,)";  q2) sаttsf iсs t l tе fo l loшit tg rе lаt ioпs
Zr.!"

1  4 s " / r ) ' ' 1 11 -  
q2 ) s :  , t 2 )  =  - r , - 1K , ! ! , ( ( r  _  q r ) r t q2 ) ,

2i)
т 1 \ ' - ,  t ' . , , , ( ( t  -  q ' ) , , , l , )  =  _5_ z* l l j | ' 1 1 l  -  q , ) , . , q2 )

оllrl, lhс dilJетсttсе еqttа|iott, (.j I J)

Pr 'opos i t ion 4.6 , I ' l tс  
f t tnсt ion r ,  j , )(( t  * . / , ) . , ;  q2) sattsf iеs 1hе fo l loшing rс lаt iot t ,s

* , ' f f ( : ) 1 1 t  
-  q 2 ) . . ,  q ' )  =  - q - u + 1 s , - r K l 2 ) r ( ( t  -  q r ) r ; q r ) ,

, 0 "  ^ * ,  r  - ( э \ ,  ,  '

1П"  
-  I х i " l ц1 ]  -  q . ) . . ;  q , )  =  _q - ,+ , , - " - , к ! , ? | ' ( ( 1  -  q , ) , ; q , )

аnd thе diffеrеnсe сquаl iol l  (3 14)

( ' 1 . /  J

( ' t , r )

') ,,
I  _ . . - '

n
f-
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Propos i t ion 4.7 For

sуs|em of so lut ions to

Prоpоsitior. 4'8 Iior

sуs|еm of so lu| ioтt ,s  to

Rеmaгk 4.1
t im^к ! ; ) ( ( t _ q2 ) " ;

q - r - u

Remаrk 4.2 I f  Q * 1 _ 0 thе rеpresеnlаtzons

аsgпt,p|ot ic  dесс,mposi l ions for  thc t 'unс l ions Iu(s)

5 Thе Jaсkson Intеgral Rеpresentatiorr of the Modifiеd

q.Bessеl Funсtions and q.Bеssеl-Мaсdonald Funсtions

Jaсkson q.intеgтal is dеtегrltinеd as thе maP an algeЬra of funсtions of onе variablе into a set of thе

nurnЬег sеrlesеS
л l

I t f  ( -q-  ) l '

anу v lhe funс l tons 4 ' )(( l  _ q2).;  q2) аnd к l1)11r _ g2),;  q2) forтn а t 'undаment ia l

\he  еquа l i on  (3 ' ]3 ) ,

аnу v the futtc l io l l s  1 ' , )(( i  -q2),;  q2) and'  п! ,)11r -q2) ' ;q2) forп '  а fundаmеnl iа l

lhe еquat ioтt  (3 14)

Г (  r \ r ] ' . r -  ( l  -  o )  )  
.  
q " , U ( q " , )  +  f ( - с1 t  L 2-  _л

rфф
I IФ)on,  = ( l  _ q)  '  q^ I(q '") ,

J o  m = _ х

q2 ;  - / t , 1 r ; ,  i = r , 2 .

(/, 1), ()'.]), (J.7) аnd (4.8) gluе us thе шеIl-knou,n
сrrd /i,(s) respесti':еtу [7].

( o . t l

/ n ф ф

J--f {*)аn' = (1 - я) ! с",[/(. l,..) + /(_q",,)]

l  )сf i  rrс t lrс <-l i f l i :г l .rr сt] oр('I; i l(.r i

О"f (")  = 
т-  n[/( , )  

-  / (q, ' ) ]

Ttrс  Гo l lo rv ing  fo r l r r r i l as  oГ  t i l е  q- in tеgra t io r r  Ьy  paг ts  aге  l ' a l id

[ '  7  \ . l  /  \  l  . / .  1 \ . . 1 ] \  А t  ! \ , ' . / _ - l l -  
г 1

/  o( . r ) i ) .u  (  l : ) , l , ' , x  = o(1) r - . ( l )  * . ' ( -1) r ' , (_  l )  -  
f  d .о1 . . . ) i (q r ) r1or .

/ , ' ' ' "  r , 1

/ -  t t  t n \  ,  
t -

l  фt : 'о" , l ( r ) r / l l з  =, i i rn  [o( . l_ ' , ' )ф( ,1_" ' )  -  фk] , " )ф(q^\1-  l  0 ,d( r ) l ' (q r )dor : .
J r )  

v \ r  / " 1 *  -  

" i  
" _ , -  "  J

Г - , . ,  | /  _ I l r \  |  - '  
r -

f  

.  
о@1u' . ' , ( r ) t / , . r  = 

, l rпr  [с)( .1_ ' , . ){ ,(q_, , , )  * о(-q_ ' ' '  ) . , . . ( - . ]_, , ' )1-  J_-О"ф\x)v ' | r1r)do:r
J - ф

Тhс las t  t rvo  eхprеss ions  i r r rp11. thе  геgr i l a r i za t i t l t r s  o f  t l rе  iп rpгoрег  in tеgra l s .

Lе t  z  and s  Ьe nonсommut ing с l сп ients  anс l

: s  =  q s z .

Сon s i d е г  t h с  Г un с t  i o n .t(,) = lи"
T,ltе rulс of с1-in|еgтаtion in thе nonсotntnrttativе сasе

( 5  2 )

I D  J )

( i  4 )

( ;  5 )

( 5  6 )

/ 1 1 . ' ; . / n ,  =  / ) , . , , . : s ) , . J , s  
=  

[ ' t t , . t 1 _ Ч ? . s ' r / o s .I Ц
J ' J " ! т

[  . l u .  IQ |  =  [  , t o :  |  п , ( : s ) ,  :  [  а u , I ] " , n -  * '  z ,  " ,  
.

J , '  J  т  J  -

l)t:firrс tlrе follolving trаnsГогtlt;rtiorr }/{ Гоr funсtiorrs f dеpеnсlirrg on tlrо nonсoтnmutativе variaЬlеs

aI rс l  :  (5 .5) .  IГ  i ve  havс  funсt ion  i vh iсh  has  t} rс  foгпr  (5 .6)  and a l l  mоnorns  aге  oгdсг  l vс  r r , i l l  rv r i tе

/ ( : s )  =  Г o ' ( : s ) .  *  } / ( z s ) }  
Т o " . . ' . '
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Definition 5.1

сonaеrgеS аbsolute lу.

I t  mеans,  in paгt iсu laг,  t i rat

It follorvs fгoпr (3.2) - (3 4)

Propos i t ion 5.1

Theгe is a q-anaiog of сlassiсal

\ \ ' r  t t е г t l

Lеmrna 5.1

Th, 1u, , t ion f(z)  is  аbsolu, te lу q- intеgrаblе i f  \hе ser iеs

\ -  n m  f ( n t n \
L 2  Y  J \ Y  )

m = - ф

-ЦT- q^lf (q^)I = 0

о Ф r  ( _ ; 0 ; q '  1 -  j - ,1 tr - q -Y  \  , ^ . I - O '

Г - ' s l  
=  i L q ( _ ; . .

1 ,
L  -  O -

т- ' ' ) | '
l  _  л .  1  '

Г  / '  Y  \  ,  , L - 0 -Lc | -_т - z s )  =  i еq  t - ; : z s ) }

binomia i formula [5]

( ;  i )

(5  8 )

r ( a , b , z , q )  _

R ( а , b , ^ /  , z , q 2 )  =
.Гhе 

funсt ior l  (5.9) sat is f iеs thс d i f i 'егсnсс сq i tat iо l r

z fb r (а  '  b ,  ,  '  q )  -  а r (а ,b ,  q ,  '  q ) ]  _

f .hе f l rnсt ion (5.10) sat is f iеs thе d i f fегеnсе equattоп

l r l  <  l ,

( а z ,  q ) *

(Ь , ,  q)n

@,,_.oЭs ',
( b = 2 , q ' ) - '

r  (а  ,  b  ,  z  ,  q)  -  ,  (o  ,  b  '  q  .  '  , ] )

( l - z ) - " - f l (o )0 , -  (^\ .  -
?^ l с I  

-  \ " )h  _
f  = ( l

(q" r ,q)* _ f l  (q. ,  q)* .*(z.q)-  f r  to.a)ь.
t r r 'о  gеnегa l i za t ion .s  oГ  th i s  q_Ь inо l l r

( 5  1 1 )

z 2 у | , q l  R 1 o , b , ^ |  , , ' q 2 )  -  а R ( o , b , 7 , Ч z , o z 1 1  =  q 1  R ( а , b , 7 , , , q 2 )  _  R ( o , b , l ' q , ' , l , ) . ( 5  12 )
r f  bt  < |b| tht l  funct lon r(r l ,b,  z ,q) саn br representеr l  аs thе st tm of  thе pаr| lо, l  funсt iоns

(5 e)

( 5  10 )

( 5  1 3 )

( 5  14 )

( а : . q ) *  . l  
-  ,  , . r  t r t + t }йБ=йЕДffi

Thе  sе r i е s  (5 .13 )  сonuе rgеs  abso lu l е l у  f o r  аnу  z  +b-1q -  k ,  Ё  =  0 .1 . . .
П , с lmaI . k  5 .7  I f  0  <  l n l  <  !b |  t t t с t t

(n/b,q)-  
$ -(y,o,  a)t , (а/b1k.ъ

( q '  ' ) -  7 n ( q ,  q ) t ( ]  -  z b 1 , ь 1 .

]  ё  ( - 1 ) A с щ * t
( 9 ' { ) -  

f 1 k  q ) t ( i  _  ' b q ь )

in (5.10). Thеn lvе have fгoпr (5

I f а = g 1 7 g ,

(n., rt)n _
(bz, r1)*

I
(o : ,  ? , )m

€ q 2 o  , b  =  с q 2 0  , с  =  * 1
Assumе that o =

14)

\ o .  r D i
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Corollary 5.1

,-r(rq'o 
r',q')* - ,-,. (q'1"- B). q')- 

f
GFттБ_.  Q2,q2Ь k

Rеmark 5.2 Аs i l folloшs from [5](1.3.2)

##ж=L*n,Ъoff}p,,o ( 5  t т t

шhiсh conuergеs in l l le  i loтnain |z|  < q_9lz .

I t  fo l lo lvs Ггom Lеrnmа 5.1 that i f  7 = Q (5.16) is  thе mегomоrphiс funсt ion with the ord inary pоlеs

,  =  *^. , /7q -0_k ,  Й  =  0 ,  1 , . . . ,  and  hеnсе  i t  i s  t hе  ana l i t i с  сo t r t i nua t i on  о f  (5 .17 ) .

Corollary 5.2 For аn o,rbitrату rеаl s f 0

I  - . 2

- l ч  | e с ( j ] q _ . s ) |  =  0 '

Сorollaгy 5.3 For real s t' 0 аnd iпleger m

,  ̂ ^^ , |  
_  ( , , - - , ) |  

<  
Еo .h - " , ) , o (q )

l с o sq ( l - q  D ) |  >  
1+(+T ' - 2m ,2

Coгo l la ry  5 .4  I f  a  > 0  *|  and rеа l  z  t '0 ,  then

( - q 2 n ' 2 , q 2 | -  -  С o , r з

( - f т7 'FБ > l+, : ]q}

R e m a r k  5 , З  L e r o ' = с q 2 o , b = с q 2 9  i n ( 5 . 1 0 )  a n d  ( 5 . 1 2 ) .  T h е n i f  q - 1 l _ 0 L h е d i l J e r e п с е е q u а t t o l t

(5.12) tаhеs t 'he form of thе d i tJеrеnt ia l  еquаt ion

z ( I  -  с z 2 ) R , ( , )  -  [ i *  с ( 2 o  - 2 3  - 7 ) z 2 ] л ( ' )  =  о

in2 (6_o+ 
l  ) ,  o z1  rnz (  a  _  0 )к

( a ,  , q , ) o ( l  _  с 22q2 (B+k ) )
( 5  1 6

(5  1 s )

u: t |h  so lu t i оn
1t(z)  = С,1 (1 _ , '2 .1F-a

Pгt lpоs i t i t r l5 .2  ' x !odt f i сс l  q -BеssсI  fu t tс t io l t  ( r1- \ I  ]зГ)  l , ; ' )  fn ,  у  )  0  саn bе rеpт ' сsс , l t l , с r I  а ,s  t | tе  q- i t t l t :gт ' r t I

z f1 r11 t  -  q ' ) t ;q ' )  =
г ]  I ^ 2 . 2  . ' 2 \  l  -l * l  _  I '  t  _ _ \ q - z - . t l - ) \  

" . ( t - ' l -  r " ) \ " l . l r
т l 2 \ Г ; ( ( l 2 )  J  - , o o J ( F ' + |  f  . q , Ь ' c \  2

( б '  19 )
2Г o,(v + | l2)\ 'q ,$ l2)  J  - '

Pгoof. Considег the q-intеgгal

s l ' , ( , )  =  
| - ' , аo , f : , ) ( , )Еn(Ч .u ,  

(5 .20)

ouh". .9! ' )( , )  is  suсh f i rnсt ion that i t  i s  aЬsolutе ly сonvегgеnt.  Rеquiге tьat  S|1)(s)(s/2),  sat is f iсs  (3.13).

тh.u S!1)(s)  sat is f iеs thе equat iorr

s!1) in- l . ;  -  .s l , ) ( , )  - . / , , l s l , , ( , )  -  s l , , (q")]  = 1\Ёу,; ,s ! ' ,{q_ '" ;" , .  (5 .2r)

SuЬst i t r r t ing (5 '20) iп (5.21),  us i r rg t}rс гu lе of  q- intеgгat ion,  (5.8) and (5.2),  rvе сotnе to thе d i{Гегеnсе

еqr:at ion гu.  /1)( , ;
q,"+',,|fS')k) _ q-,,+'fSцkli] = f'|)v) - f|')k,) F.22)

l t  сo i nс i dеs  п ' i t l r  ( 5 .12 )  f o г  o  =  q2 ,b  =  q2u*\ ,1  =  0 ,  and  hеnсе

r(1){z) = ,L! ' , ' , t ' : ' ) tr  (5.23)
\ ' 1  -  

( q 2 v + r r t , q r ) * '
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s| ')1';1,7z1, is asolut ion to (3.13) and thегеГoге i t  сan Ье rеpгеsеnted as (sее Proposit ion 4.7)

s! ')1,;1,7z;,  = аr!1)11t _ q2),;  q2) + в Kt|) f t  _, l ,) , ;  q,).

}Iu l t ip ly ing the Ьoth s idеs on (s/2)" and putt ing s = 0 fгom (3.11) (  (4.6) wе oЬta in В = 0 '  NIul t ip ly ing
again on ( ' /2)- ,  and assuming s = 0 lve сomе to

r r
I  oo, f j1)( , )  = А.-]-

J - t  
J у  

Г o , ( и * l ) .

I t  fо l lo ivs fгоrn [5] (1.11.7)

a - !. 80,1, +, . -  
r - t Ч

аnd  r r . c  г nmр  t о  / 5  l q )  r  A t  t h с  s amе

Proposit ior- 5.3 Thе q-MBF t!, ,)11t - q2) ';q2) for u )  0 ias thе fo l loшing q- intеgrа l  rеpresеnlаt ion

1+s
r! '?)11t - q2)';q2) =

2Г  n , ( u  +  | / 2 ) Г  q , ( 1 / 2 )

1 1  r - 2 - 2  ^ 2 t  1  ^ 2

х  |  аo , f f i  oФ i ( - ;  0 ;q .*q ,+| l z . s ) \ s l 2 ) " .  (5 .24 )
r - r  \ Y  -  ' r  ) o  

-  . '  
2

Remark 5,4 I f  Ч -  1_ 0 Lhе ецlаt ion (5,22) tаkеs thе form of thе d i f fеrent iа l  equаl ion (sее Remаrk
5.3)

( r  -  , ' ) f ' , ( z )  +  ( 2 u  -  1 ) z f  
" ( : )  

=  Q

Thе so lu l io l t  to th ls  сquаt iс l l t  i s

f  " ( , )  
=  C ( I  -  z 2 у _ t l z ,

u.h iсh lео,ds to thе с lо,ss iсa l  integrа l  r 'еprеsеntа l ion of  Modlt iеd Bеsse l  funсt ion [7] (7 12.10)

1"( r )  - Ц
I

Pгopos i t io l l  5 .4  Thе q-BJ , f  Г  ^. ,1) ( (1  *  q , ) " ;  q2)  foГ  u  > 0  саn Ье rс1 l rс . sет l |е 'd  I l у  t | t с  q- in|сgrп l

\ 12 , I 12 ) Гq " ( v  * | )  -  
}  . ' ' o ,Q  + I l 2 ) Гq , ( | / 2 )
! . т ч

way ш'с сan pгove thе Гollorving

( r/2)
) '
) Г

l2
тГ (и  *

r r

J  _ ' 0  
-  z 2 )u . l l 2 е , ' d z .

uhеrе Q, zs dе'finеd bу (3 9)

Proposit io lt  5.5 Thе q-I}IIF rr!,)11t - q2).,; q2) for v > 3l2 саn bе rеpresетtIеtI bу lhе q- intеgrаl

l ' ' \ 2 ) t t t  ^ 2 х , '  ̂ 2 ,  -  q _ , , * , Г n z ( u  |  | 1 2 ) Г q , ( | 1 2 )  Г . " ' 'r \ y ' \ ( r - q  / i , t l  , -  
A Q v ,  u ; ^

,  [ -  аo. ! - t  ! | . ! : t )" .oФr(_;  o.q ' i | : ! ,ф$/2)_" ,  ( i .26)
J - -  

'  ( - . ' . 9 ' ) -  2  " '

u:hетc Q112 is  dсt inеd ьу p 9)

Rеrrrагk 5.5 I f  11 _ 1-0 lhe represеn|аt ions (5.25) аnd (5.26) g iL:е us thе с lаss i r :а l  iп|еgrа l  т ,еpr,сsеn|пl ion
ot I3еssеl-IIасdonаld funсtion (|he Fourier in|еgrаl) ft] (7.12.27)
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